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SYSTEMES LOGIQUES - LOGIQUE COMBINATOIRE

| — Commande des systémes logiques

1. Structure des systemes automatisés

Reprenons la structure établie dans le cowsatlyse fonctionnelle, 8VII — 1. Ce cours porte
sur |'étude des systémes utilisant des donnéeguiegi particulierement sur la chaine d'information,
depuis l'acquisition des données, le traitementcee données et I'élaboration des ordres de
commande a destination des préactionneurs.
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L'étude des systemes automatisés a logique cormbmatu séquentielle conduit a une représentation
de la partie commande et de la partie opérativeydteme.
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2. Structure Informationnelle

2.1. Les grandeurs acquises sont généralement de diféSr@atures. Le traitement logique de
ces grandeurs nécessite au préalableastage . Ensuite les grandeurs logiques sont manipulées
sous formes d'états binaires, ce qui nécessitiésttion de klgébre de BOOLE *.

2.2.Le systeme étant isolé, on peut définirdesrées etsorties de la partie commande. C'est
en fait batir la structure informationnelle du gyse. Le schéma ci-dessus met en évidence tout u
réseau de communication, qui permet le dialogueeeles différentes parties (opératebrQ.,
autresP.C.). Cette notion de dialogue est trés importants'agit d'échange de données, de mise er
ceuvre de signaux. La nature méme des donnéegnations, va en définir le mode de traitement.

Terminologie (d'aprés norme NFZ - 61 - 001) :

Donnée : fait, notion ou instruction représentés sous fooaeventionnelle convenant a une
communication, une interprétation ou un traitempat,'homme ou automatiquement.

Information : signification que I'homme donne a une donnée,a@el' d'une convention
employée pour la représenter.

Signal : grandeur, fonction du temps, caractérisant un @méme physique, et représentant des
données.

2.3. Les différentes natures de données et de trait ement

La partie commande est en relation a caractergnationnelle avec sa partie opérative, et le
milieu extérieur. Les données qui sont crééeskéxou gérées parRaC., sont classées en trois
catégories : les données logiques, analogiquesumeérmques. Le traitement des données logiques

peut étre combinatoire ou séquentiel. La suite ours porte sur le traitement et la gestion en
logique combinatoire ou enlogique séquentielle des données.

Rappel
# Information (signal) discrete  est constituée d'un ensemble fini de valeurs. i©indue :

De maniere générale, la logique binaire est uélidans le traitement des données, affectant &
I'un des états la valeOr a l'autre la valeut (0 oul, vrai/faux, noir/blanc, Tout Ou Rien).

a

Information binaire

0

Exemples : du courant passe ou ne passe pas dans un fibnaleosateur est chargé ou non, une
tension vau® Volt ou5 Volts.

! BOOLE George (1815 - 1864) : Logicien et Mathématicien anglais , The Mathematical Analysis of logique, 1847.
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En pratique, il s'agit de positionner des seuifin@gsant des fourchettes de niveau logique :

Tension (Volts) Tension (Volts)

A A

5 5
Niveau
logique 1
2.4

2

' T logique O

Signal entrant t Signal sortant ~ t

Exemple de définition de niveaux logiques

# Information numeérique : sous la forme d'un mot binaire, constitué desiplurs variables
binaires (bit§). Information généralement issue d'un traitemémel informatioranalogique
(échantillonnage, codage).

X(t) Variable mesurée

échantillonnée M 11111111
s v 11111110

4 A

00000010
00000001
00000000
=~ At Mot binaire

Information analogique Information numérique

3. Systeme a logigue combinatoire

On a défini le systéme a logigue combinatoire dangremier chapitre du couredmmande
des systemes asservis', pour un tel systéeme les sorties dépendent exelent d'une
combinaison des entrées, sans prendre en compistdite” du systeme. A un état des entrées,
correspond un et un seul état en sortie. Aucune aiménales états précédents des entrées et de
sorties n'est conservée. L'information logiquerestee de maniére instantanée.

Un circuit logique combinatoire est un dispositiildissant une relation causale entredess
binairesde ses grandeurs d'entrée, et ceux de ses sbdiggitement de tels systemes s'appuie sur
un outil mathématique nommé algébre binaire ou enatyébre de BooleLa notion de variables
ou de fonctions booléennes, se concrétise parfaiteravec un grand nombre d'éléments
technologiques : interrupteur fermé ou ouvert, seomducteur bloqué ou saturé, piston de veérin
sorti ou rentré...

% BIT : contraction de binary digit
% L'algébre de Boole ne porte pas nécessairement sur des variables binaires.
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La simplicité de l'algébre de Boole, et les progiesla technologie actuelle, ont conduit a un
important développement des commandes logiguesctuelle capacité d'intégration des
composants électroniques est telle que I'on pedsager un trés haut degré de complexité dans le
traitement des informations binaires.

Grandeurs : Entrées logiques :
- Réels - mots binaires Sorties logiques
- Entiers - variables binaires commande de '
T réactionneurs
] q \ p
Codage, Systeme
™ traitement > >
—> > A logique >
- . - >
- variables binaires > combinatoire
(état d'un contact...) >

Exemple : technologieHSD du véhiculeHYBRIDE TOYOTA PRIUS

Dans le contexte actuel d'économie des
énergies fossiles et de réduction des émissions d
gaz nocifs, le systeme de propulsion hybride
constitue une alternative intéressante a la
propulsion classique par moteur thermique seul ca
il permet de réduire la consommation.

Une spécificité de la solution retenue sur la Pdassiste a exploiter le moteur thermique a son
rendement optimal. Pour cela une gestion optimessrebdes de fonctionnement du systéme hybride
permet d'optimiser la consommation d’énergie chumig la mise route du moteur thermique et
I'asservissement de sa vitesse permettent d'esaphboit mieux ce moteur. La loi de mise en marche du
moteur thermique est une loi combinatoire. Lesémsisont les suivantes :

Parametres de contréle du systémeiSD :

- La consignéeV, pour un fonctionnement « Tout Electrique », juaqune vitesse d&0 km/h.
- Le Sélecteur de Marche AvaMA = 1 si enclenché) sinon), Arriere ou Point Mort.

- Pgemandee, (PUiISSance motrice + puissance demandée paptegasants auxiliaires). On définie
la variablePyy ; Pyt =1 Si puissance demandée est supéerieGr&\d .

- F,, associée a I'appui sur la pédale de frétps 1 indigue un appui sur cette pédale.
Variables binaires de fonctionnement

- Ve, associée a la vitesse du véhiclNg = 1 si la vitesse est supérieur€@km/h.

- T associée a la température de I'eau du motéur; 1 si la température est supérieurg0aC .
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A partir des conditions de fonctionnement du motthermique sont, il est alors possible de
déterminer la loi qui définit la variable de comrmdardu moteuMT.

EV
MA > Circuit
> . MT
Fr > de mise
P
ot > en route >
Ve
T, > du moteur
>

Il — Codage d'une information

1. Présentation

Lors du codage d'une information, différentes bakesumérations peuvent étre utiles. Outre la
baselO base usuelle d'expression des différentes grasdiesr bases hexadécimale et binaire sont
tres utilisées. Seront exposées ici seulement gasltechniques de codage. L'annaxaniération
& codage" fournira des compléments d'information.

Dans un systeme numeérique, toute grandeur estsamie par un ensemble d'éléments binaires
appelés'bits” (contraction de binary digit). Chaque bit ne ppregndre que les valeutgéero” et
"un”. On affecte a chacun des bits, soit un poids nigweér soit un réle particulier (contréle,
signe...). Tout le probleme réside dans les diffia® natures des grandeurs a transmettre : entier
positifs, entiers relatifs, réels, symboles ...

Représentation de la

G‘randeur grandeur dans une
a coder structure matérielle
| Codage |

Nombre

Symbole I O O

Mot, ensemble de n bits
de valeur 1 ou O

Remarqgue : l'opération inverse est nommianscodage .

Avec la multiplication des systemes qui utiliseat ttaitement automatique de l'information,
apparait la nécessité de définir des codes adaptéisaque probleme. Tous ces codes seron
nécessairement compatibles avec le binaire, puisgtraitement des informations est effectué par
des systemes informatiques.

Le codage est l'action d'affecter a un ensemblsyd#oles, une signification particuliere. Le
codage binaire, affecte a un ensemblea diéts (qui forment un mot) une correspondance aesc
nombres (codes numériques) ou avec d'autres infmmsa(codeA.S.C.1.l. par exemple). Les
codes numérigues sont représentés a l'aide de @bheerite.
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Pour un mot den bits, corresponder?2” combinaisons possibles. La structure matérielle du
systéme, va définir la longueur des mots transsaig,le nombre de bits transmis en méme temps.
Les systemes courants seron8daits, 16 bits, 32 bits, 64 bits...

Enfin, lorsqu'on manipule des mots, il est indigzde de connaitre le code utilisé, car deux
représentations identiques auront des significatebfiérentes.

2. Le code binaire naturel

Directement associé a la bdsel permet le calcul numérique. Sdibits latable de vérité est
donnée ci-contre, sa construction suit les regéelmdbase. On peut remarquer que dans la colonne
2", on écrit une alternance @& [0] avec2" [1].

On distingue les bits de poids for& et2?), et les bits de poids faibleg'(et2°). Dans certaines
applications, seuls les bits de poids forts sois @n compte, pout bits cela revient a prendre la
partie entiere de la division du nombre pdutilisation pour un comptage par exemple).

N
w
N
[N
N
=
N
=)

olo|N|o|luo|s|lw|hk|o
|~ |lo|lolo|lolo|lolo|o
olo|r|r|r|~|lo|lo|lo|o
o|o|r|r|o|lor|r|o|o
Rlo|r|o|lrk|o|k|lor|o

2.1. Codage des entiers positifs sur "n" bits

Chaque mot sera constitué d'une suite 8és. A chacun des bits, est affecté le poid2.
by bit le plus a droite, foest le bit de poids le plus faiblé,S.B. Last Significant Bit ;
b™* bit le plus & droite, est le bit de poids le flus, M.S.B. Most Significant Bit.

M.S.B. L.S.B.
* o«

LT Y

bl

2n-1 2n-2 21 20

Nombre entier le plus grand 2" - 1 ]. Soit sur8 bits : 255
Nombre de combinaison®”
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2.2. Codage des entiers relatifs sur "n" bits

Il existe principalement deux codages pour la regméation des entiers relatifs. La représentation
en "complément a deux" et la représentation eftomplément a 2 décalé" . Seule la

représentation en complément a 2 sera exposéeoici)’annexe humeération & codage" pour
plus d'informations.

Représentation en "complément a 2"

# On affecte cette fois le bit de poids le plus {bt.S.B.) au bit de poid@"? ;

# Le bit situé a gauche dd.S.B. a pour réle de définir le signe, avec la convensaivante :
"0" pour les entiers positifs, &" pour les entiers négatifs ;

# La valeur absolue d'un entier positif est codész decode binaire naturel

# La valeur absolue d'un entier négatif est codee & 'tomplément a 2 " de son expression
positive (complément & de chaque rang du motly.

Le "complément a 2", Nombre complémentaire dans une base B

Dans une basB, on appelle complémentEad'un nombre, le nombre qu'il faut lui ajouter pour
obtenir la puissance entiére Balirectement supérieure.

(Nombre a complémenter
011

sur 4 rangs)
1 01 (Complémenta 2)
000 (2%

Détermination : la détermination du complémem, geut se faire tres facilement en déterminant
le complément & - 1) de chacun des chiffres, puis en ajoutiant

Exemple en binaire :

|+
olo

Exemples En décimal : le complémentl® deD 654 estD [ 345+ 1] =D 346
En binaire : le complémentzade% 1011 est% [ 0100 + 1] = % 0101

Remargue : avec une telle représentation, et si on consiadgitebits, les valeurs numeériques iront de
(-128)19 a(127)1 soit la encor@56 combinaisons, ce qui est logique...

Exemple : représentation de 5)1o sur huit bits

bit de signe =0 - nbr positif ; | MSB
(+5)10 sur huit bits (00000101 )
Complémenta 1 (11111010 )
+ 1
Complément a 2 (11111011)

bit de signe =1 — nbr négatif 1
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Ainsi, en codage en complémer aur huit bits (- 5);0 =(11111011),

Valeurs décimales sur huit bits | - 128 ... -1 0 +1 .. +127

Représentation hexadécimale
du mot complet

$80 .. $FF| $00| $01 .. $7F

Application : la soustraction.L'avantage de ce type de codage, est qu'il donneésultat
toujours correct par addition binaire, que les deams soient positives ou négatives.

Exemples :
(+5)10 0O 0000101 (+4)10 0O 0000100
+(5)p 11111011 + (B)p+11111011
1 00000O0O0O 11111111
bit (-1)10 ou $FF
ordy ! (0)10 ou $00

3. Le binaire réfléchi : code GRAY

Un inconvénient de la codification en binaire past que plusieurs bits d'un mot changent
lorsqu'on passe d'un chiffté a N+1. Le codeGRAY a été créé pour résoudre ce probleme : une
codification donnée ne differe que d'un bit deecellii la précede. Ce codage est tres utilisé sur le
dispositifs d'entrées / sorties des systemesité ées résultats ambigus lors des transitions.

N | 9, g, g, g,
0 0 0 0 0 Remarque sur la construction du code :
1 0 0 0 1 L'alternance des "0 " etdes " 1"
dans une colonne met en évidence
2 0 0 1 1 \ un effet "miroir", qui justifie le nom
3 0 0 1 0 N du code binaire réflechi.
4 0 1 1 T~
5 0 1 1 1
6 0 1 0 1 Miroirs
7 0 1 0 0
8 1 1 0 0
9 1 1 0 1

# Passage du code binaire naturel au €AY : SoitB un nombre en binaire naturel,@tson
expression en binail@RAY :
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_BO2B
(O ou exclusif- voir chapitre suivant ) 2

Exemple : expression d€7),o en codeéGRAY : 0111 0 1110=1001 +10=0100

4. Détection d'erreurs, bit de parité

La transmission de données d'un point d'un systeme autre est source d'erreurs. Il est normal
de trouver des moyens de contrdle de la validitthdutransmis. Le plus courant est d'attribuer a un
bit ce role.

Bit de parité paire : la valeur du bit de contréléQ" ou"1") est déterminée de facon a ce que
le nombre de bits dl" transmis soit pair. Le receveur peut contrdletecparité, sans pour autant
savoir ou est l'erreur. Il est calculé en prenatbl exclusif' entre les autres bits du mot.

Bit de parité impaire : meéthode identique, avec cette fois un nombre imgaibits a"1"
transmis.

5. Autre code numérique : le code "p parmi n"

Définition : le codep parmi n est un code a bits, dontp bits sont &1", et(n - p) bits a"0".
Le nombre de combinaisons obtenues est aloglde

Remargues :

# C'est un code auto-correcteur (le nombre dealiits est fixe)
# Code personnalisé : en effet s'il exi€fecombinaisons, il y £° ! arrangements possibles...

# Code souvent utilisé pour les codes a barres.

[l — Algébre de Boole — Opérateurs logiques

1. Algebre de Boole, algébre binaire, circuit logig ue

Un ensembldE} possede une structure d'algebre de Boole si oriig déns cet ensemble les
éléments suivants :

- Une relation d'équivalence notée " ;
- Deux lois de composition internes notées " et" . " (addition et multiplication booléenne) ;
- Une opération unaire : loi qui associe a toutm&éta de E son complémenrd (lu "a barre"),
cette loi est appelémmplémentation.

Une algebre binaire est une algebre de Boole demtéléments, appelés variables binaires,
peuvent prendre deux valeurs not@est 1, sauf les deux élément8” et" 1 " qui ne peuvent
prendre que leur propre valeur. Les lois énonciédessus s'écrivent :

+ |0 1 .o 1 a | o0 1
o0 1 o0 O a |1l o0
1|1 1 110 1
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2. Exemple de variables binaires : contacts et circ uits électriques

2.1. Contact a fermeture; contact a ouverture

Contact a fermeture : normalement ouvert au

repos, fermé lorsqu'il est actionné. On désigne ce 3 a 4
type de contact pard ", " b ", " c "... Bornes /:
numérotees et4.

Contact a ouverture : normalement fermé au

repos, ouvert lorsqu'il est actionné. On désigne ce 1 a 2

type de contact para "," b ", " € "... Bornes D
numerotéeeq et2.

Ces deux types de contact sont des variables éeptrur un circuit logique.

2.2. Etat d'un circuit

On définit un circuitpassant (ou fermé), lorsqu'un courant peut circuler daescircuit.
Inversement un circuit seran passanf{ou ouvert) lorsque le courant ne peut pas circddas le
circuit. On note alordeux étatgdes contacts ou des récepteurs, I'éfat et I'état’ 1 ".

Pour un contact : absence ou présence d'actionqpieysur le contact.

Pour les récepteurs : récepteur alimenté ou nomp@aallumée ou non, relais enclenché...).

3. Les opérateurs logiqgues de base

Les fonctions logiques vont permettre d'établir felations entre les variables d'entrée, et les
variables de sortie. Ces relations pourront pretalferme d'équations, ou encore de logigrammes.
Pour chaque fonction élémentaire on définit plusieveprésentations : électrique (schéma
développé), algébrique (équation), arithmétiquielétae vérité), et graphique (symbole logiue

3.1. L'opérateur OUI

Schéma électrique : Table de Vérité :
| a L ® | a | L
0O O
| 4 | 1 1
_ Symbole :
Equation
~ 1
-=e a | L

4 Symbole : norme IEC (International Electrotechnical Commission)
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3.2. L'opérateur NON

Schéma électrique : Table de vérité :
— a | L
a L
IR Q] 0 1
| - | 1 0
_ Symbole :
Equation
. 1
L=a a L
- | O_
Lire "a barre"
3.3. L'opérateur ET
Schéma électrique : Table de vérité :
a|b|L
L 0O 0 O
| a b | 0 1 0
T @ | 1 0 0O
1 1 1
Equation Symbole :
a_ | &
L=a.b L
Lire "a etb" b
3.4. L'opérateur OU
Schéma électrique : Table de vérité :
a a|b|L
et L | 0 0 O
b @ | o 1 1
1 0 1
L 1 1 1
Equation Symbole :
a_ | >
L=a+bh 21 L
Lire "a oub" b

pll
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IV — Propriétés des opérations logiques - Théoréemes

1. Eléments neutres, idempotence et complémentation

Relatif a ... Fonction OU + Fonction ET
Elément neutre "0 " a+0=a a.0=0
Elément neutre" 1" a+l=1 a.l=a
|dempotence’ ata=a a.a=a
Complémentation a+a=1 a.a=0

2. Propriétés fondamentales

Commutativité :les deux lois internes, produit et somme logiques sommutatives.
a.b=b.a a+b=Db+a

Associativité les propriétés d'associativité peuvent étre apgiguaux expressions logiques.
a.(b.c)=(a.b).c=a.b.c
at(b+c)=(@a+b)+c=a+b+c

Distributivité :

- distributivité de la fonctio®U par rapport a la fonctioBT
at+t(b.c)=(a+b).(a+c)

- distributivité de la fonctioET par rapport a la fonctio@U
a.b+c)=(@.b)+(a.c)

3. Théorémes de De Morgan °

Premier théoréme Le complément d'une somme logique est égal awfirtmdjique des termes
complémentés de cette somme. Le théoréme s'appiigeleque soit le nombre de termes de la
somme.

R — n
at+tb=a.b Expression généralisée): a, = ” a,
i=1 =

Deuxieme théoreme Le complément d'un produit logique est égal admrmee logique des
termes complémentés de cette somme. Le théoréepmiglee quel que soit le nombre de termes du
produit.

[ — — n n
alb=a+b Expression généraliséeﬂ a=>3a
i=1 i=1

® Idempotence : fait d'étre idempotent pour une ensemble mathématique. Idempotent, en mathématique, qui raméne a soi
méme, en parlant de I'élément d'un ensemble mathématique.

®De Morgan Augustus (1806 — 1871) : Logicien et Mathématicien Anglais (Formal Logic 1847 ; Trigonometry and Double
Algebra 1849)
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V — Autres Opérateurs

1. L'opérateur NAND (contraction de Not And) — NON ET

Schéma électrique : Table de vérité :
a b E R a|b|L
< A 0 0 1
0 1 1
™~ L 1 0 1
T ® 1 1 0
Equation Symbole :
—_— _ — a
L=a.b=a+b — & ]
Lire "a etb" b
2. L'opérateur NOR (contraction de Not Or) — NON OU
Schéma électrique : Table de vérité :
e E R 0 0 1
b 0 1 0
1\ Lol L 1 0 0
= R L1 o
Symbole :
Equation
_ a_ | >1
L=a+b=a.b L
b
3. L'opérateur OU EXCLUSIFE
Schéma électrique : Table de vérité :
— b | L
a_ Nb L | a |
T 09 )
- NaE 1 0 1
= b
Lol 1 1 0
_ Symbole :
Equation a | -1
L=alOb=a.b+a.b L

b |
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4. L'opérateur IDENTITE (complémentaire du OU Exclu  sif)

Schéma électrique : Table de vérité :
] L a|b|L
a 0O 0 1
g @ 0O 1 0
== 1 0 O
a b 1 1 1
Symbole :
Equation a _q
L=a.b+a.b o L
b |
5. L'opérateur RETARD
Schéma électrique : a Chronogramme :
A
L | t
a 6t >
AR l
| t
t N
Equation L1y 2 p
L=t /alt, Symbole :

a t1 t2| L

VI — Fonctions de variables logiques - Logigrammes

1. Fonctions de variables logigues — Table de vérit  é

Une fonction den variables logiques est une combinaison dercesriables binaires et des
éléments'0" et"1". Définie dans une structure d'algébre de Boole,s&xprime a l'aide des lois de
l'algébre binaird ., +, complémentation). Il existe2”” combinaisons de variables.

On peut établir la table de vérité de la fonctiogidue, tableau qui représente I'état de la variabl
de sortie, en fonction de I'état des différentegabdes en entrée.

La fonction logique sera réalisée parcieuit logique , lui-méme réalisé dans une technologie
donnée (informatique, circuit imprimé électronigpagumatique...). Une premiéere étape consistera
a établir Idogigramme de la fonction logique, utilisant des opérateoggques.
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Exemple : technologieHSD du véhiculeHYBRIDE TOYOTA PRIUS

Reprenons I'exemple de la mise en route du mateamiqueMT = f(EV, MA, P, F;, Ve, Te).
On redonne ci-dessous La définition des variabkestice :

- La consignéeV, pour un fonctionnement « Tout Electrique », juaqune vitesse d&0 km/h.
- Le Sélecteur de Marche AvamMlA = 1 si enclenché) sinon), Arriere ou Point Mort.

- Pgemandee, (PUiISS@ance motrice + puissance demandée paothegasants auxiliaires). On définit
la variableP,y ; Pyt = 1 si puissance demandée est supérieGr&\A .

- F,, associée a I'appui sur la pédale de frétps 1 indique un appui sur cette pédale.
- Ve, associée a la vitesse du véhiclNg = 1 si la vitesse est supérieur€@km/h.
- T associée a la température de I'eau du motéue; 1 si la température est supérieurg0aC .

Les conditions de fonctionnement sont :

- Arrét impératif a I'arrét du véhicule et en magduriere,

- L’appui sur le boutoreV = 1 interdit toute mise en route du moteur thermigula vitesse du
véhicule est inférieure 20 km/h ;

- Si la puissance demandée totale dép@deéd/, le moteur thermique doit se mettre en marche,
sauf siEv = 1.

- Si la vitesse du veéhicule est supérieus®&m/h, le moteur thermique est en marche sauf si la
pédale de frein est actionnée,

- Si la température de I'eau du moteur est inféaeb0<CT , le moteur thermique doit se mettre
en marche (pour conserver un bon rendement au eedage), sauf &V =1 ;

- L’appui sur la pédale de frein arréte le motéhariique, sauf si la température de I'eau du
moteur est inférieure 30T ;

- La puissance demandée par les composants axeslia¢ dépasse pa&kW au maximum.

Table de vérité partielle de la fonction MT :

EV [MA [Py | F | Ve | To | MT
ol o] oo | o] o 1
ol o] oo o0 1 0

Ainsi dans la table de vérité chagliede la variableMT correspond a un terme logique. La
somme logigue de tous ces termes constitue aldmntdion logiqueMT. L'équation obtenue sera
complexe (nombre de variables important) et néwasine simplification.
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2. Logigramme

Le logigramme est un outil graphique, permettant rdprésenter une fonction logique
combinatoire. C'est le schéma d'une associatiggediteurs logiques, décrivant la fonction logique
a représenter. On le construit trés simplementagtapt de la variable de sortie, et en allant les's
variables d'entrée (il est possible de le congtrdéns l'autre sens).

Remargue : une équation logique combinatoire pouvant premdusieurs formesun logigramme
pour une fonction donnée ne sera pas unique

Exemple :

On donne I'équation suivantd.:= a . b + ¢ . a. Les différentes étapes de la construction du
logigramme apparaissent ci-dessous, en considésatermes pris entre parentheses.

[ L=ab+ca=(ab)+(ca)=(a).(b)+(c).(a) = (a).(b) +(c).(a) ]

Voici un logigramme de cette fonction :

a b c
a 1 a
L a.b
b & =
>1 —
a
c & c.a

Remargue : le terme ab peut s'écrire differemment en utilisant les théwe de De Morgan.
ab=ab =a+b : cette derniere expression fait intervenir depgrateurdNON, et un opérateur
OU, alors que le logigramme ci-dessus montre l'atilisy d'un opérateur ET, et d'un opérateur
NON. On voit bien alors que pour la méme fonction entpétablir plusieurs logigrammes.

VIl — Systéemes complets d'opérateurs - Logigue NOR / NAND

1. Systemes complets d'opérateurs logigues élémenta ires

On appelle systeme complet d'opérateurs, un ensedibpérateurs a partir duquel peut étre
construite toute fonction logique, on parle aloes lthse des opérateurs logiques. Une base
élémentaire est celle qui permet de réaliser lestions élémentaires de I'algebre de Boole.
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# L'ensemble{ET, OU, NON} est une base d'opérateurs élémentaires. Aussgjulbrsera
possible de disposer de ces opérateurs, on paaliaar toutes les fonctions logiques a partir de
ces opérateurs.

Néanmoins il existe d'autres bases d'opérateunse@lires, on montre par exemple que les
deux bases suivantes le sont.

# L'ensembldET, NON} : en effet, I'opérateu®U s'écrit trés simplement a partir des opérateurs
ET etNON.

a partir des théorémes de De Morgaa+b = ab

# L'ensembldOU, NON} : en effet, 'opérateldET s'écrit trés simplement a partir des opérateurs
OU etNON.

a partir des théorémes de De Morgaab=a +b

2. Logigue NOR — Logigue NAND

Il est possible d'écrire les trois opérateurs e B&d, OU, NON a partir de I'opératetMOR, ou
de l'opérateuNAND.

Ces deux opérateurs forment chacun une base ékiineer®n pourra décrire chaque fonction a
partir de I'un ou de l'autre, ce qui est tres ggdant dans certaines technologies ou ces opé&rateu
existent en tant que tels.

Ainsi I'opérateulNAND est I'opérateur de base de la famille des ciréniégrés logique3.T.L.
(Transistor - Transistor - Logic).

Opérateurs ET, OU, NON en logique NOR :

a — -
NON O_le—a
a__Zlo—l_
ET >1 p— a.b
b1 b1
Oou Z:zlo—[zlo—fﬁb
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Opérateurs ET, OU, NON en logique NAND :

Oou encore
NON i‘:&o-a a—{]&p-7
e p—
Oou & P b+a
b—I g b—o1"
4 —
ET b_&o—[&o—b.a

VIl — Quelgues techniques de simplification

On a vu l'intérét de simplifier les équations qaupent tres vite devenir longues et fastidieuses.
Mais bien plus encore, il s'agit d'économiser l¢ém@l nécessaire a la réalisation de telle o tell
fonction.

Il existe plusieurs méthodes de simplification. t@eres sont systématiques, mais trés lourdes ¢
mettre en ceuvre, nous ne les aborderons pas daasice Ces méthodes sont appliquées pour de:
systémes complexes, car propices a la programmation

Il reste deux méthodes, 'une intuitive, et l'aurgpartir du tableau de Karnaugh, trés pratique
lorsque le nombre de variables n'est pas trop grand

1. Méthode algébrique

Cette méthode repose sur une astucieuse utilisdésrpropriétés rencontrées jusque la. Elle es:
donc trés intuitive, et nécessite pas mal d'erdraémt pour conduire a des résultats intéressafuts...
chacun de juger l'intérét de cette méthode, présaritdessous a partir d'un exemple.

Soit I'expression S = ab +ac +bc

S=zab+ac+bc.l
S=zab+ac+bc.(a+a)

S=ab.(1+c)+ac.(1+b)

Soit enfin I'expression simplifice de S :
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2. Tableau de KARNAUGH, cas des fonctions compléetes

Les regles de construction du tableaidenaugh pourront étre visualisées sur I'exemple traité ci-
aprés. On considére uf@nction compléte , c'est a dire que toutes les combinaisons degablas
d'entrée sont prises en compte par le systeme.

Le tableau de Karnaugh est un tableau qui com@rtasesn étant le nombre de variables
d'entrée du systeme (de la fonction a représenter).

#Sin=2p : le tableau aura” colonnes e2” lignes. Aux colonnes sont associ@es
variables, et aux lignes sont associépleariables restantes.

# Sin = 2p+1 , le tableau aur@®™ colonnes ef” lignes (ou inversement). Aux
colonnes sont associé@st1) variables, et aux lignes sont associéeplesriables
restantes (ou inversement).

En téte de chaque colonne, on place les états sifsees variables associées aux colonnes.
L'organisation des états de ces variables doiter#ep lecodage GRAY (binaire réfléchi). On
procede de méme en téte des lignes, avec les aatiables.

= Le fait de respecter le codage GRAY, assure queasage d'une case a une case
adjacente ne modifie I'état que d'une seule varidiegintrée.

\

On associe la valel®" ou"1" a chaque case en fonction de I'état de la sogiguie du systeme.
Ainsi chaque case du tableau représente un étatatizbles d'entrée. On associe alors a chaque
case le terme logique correspondant (voir exempliegsous).

Exemple :
Le tableau de Karnaugh de ce systéme posz®dases soit

8 cases 2 = 4 colonnes e®” = 4 lignes.

a —
b__ Systeme p— -

d —1 On associe aux colonnes les varialdest b, et aux lignes les
variablesc etd.

entrées

La case encadrée dans le tableau correspondtatiétant des variables :
(@, b,c,d)=(0,1,0,1)

(@ b)
00 01 11 10

00| O 1 1
01 0

1

(c, d)

o O o o

0
11| 1 1 0
10| O 1 1

Le terme logique associé a cette case est aloa.b.c.d
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Pour cette case la valeur de la sortie Valt et il existe six autres cases ayant la méme kaleu
sortie est la somme logique des termes associés eases. Ainsi on pourrait écrire I'expression de
la fonction de la maniére suivante :

S=abc.d+abc.d+abcd+abcd+abecd+abed+abed
Remargue : cette expression n'est certainement pas la plyslesifan fait on retrouve exactement la
méme que l'expression obtenue a partir de la @dbleérité. 1l nous reste donc a montrer l'intérét d

tableau de Karnaugh pour la simplification des éqnoa.

3. Simplification par la méthode de KARNAUGH

Remarque a partir de I'exemple précédent :

(a, b)
00 01 11 10

00

1

(c, d)

0 1 0
01 O 1 0 0
11| 1 1 0 0
10| O 1 1 0

Considérons le groupement des deux cases encamh@essus. Les deux cases sont adjacentes
et le passage de I'une a l'autre ne modifie quariablea, on peut écrire le terme correspondant :

ab.c.d+abc.d=bc.d.(a+a)=bc.d

Une explication simple est de considérer que laesest a'1" pour les deux cases, quelle que
soit la valeur de la variabbe

On remarque alors que pour ce groupement la varabi'intervient plus. Le principe de la
simplification a partir du tableau de Karnaugh,os® justement sur le regroupement2decases
dans le tableau de Karnaugh. On va maintenantqe¥ses regles générales de cette méthode, pui
procéder a l'application de cette méthode sur rige, afin de déterminer I'expression la plus
simple de la sortie logique du systeme.

Présentation de la méthode dans le cas général :

Les regles qui suivent, sont celles qui permetensimplifications optimales, donnant I'expression
logique de la sortie.

1. Effectuer des regroupements de deux cases, quees,c..., ayant la valetlr, en ligne,
en colonne, en carre.

2. Effectuer le moins de regroupements possible, st groupements de plus grande
dimension possible.

3. Recouvrir toutes les cases de valdr
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4. Les recouvrements entre regroupements sont possible

5. Une case d'un bord est aussi adjacente a cellespamdante du bord opposé (on vérifie
facilement que seul I'état d'une variable est nié@yif

6. un regroupement d&cases permet I'élimination d'une variable, unacegement dd cases
I'élimination de deux variables, etc...

7. La valeur de la sortie est alors la somme logiqes termes associés a chaque
regroupement.

Remarqgue : la reglend se comprend facilement en considérant un modédiledcigjue de tableau de
Karnaugh, soit horizontal, soit vertical, qui agsune continuité du tableau.

Application a I'exemple, détermination de I'express ion minimale de la fonction :

(0 (a, b)

‘\\GQ\OI 11 10

(e 00| 0 [[2 ] 1] O
\\

o1/ o0 |10 O
(c, d)

1101 [1]] 0 O
() «—_ |

100 |[1] 1] O

L'étude du tableau de Karnaugh ci-contre condtridia regroupementds)( (I1), (1) :

Groupementl) : b.d
Groupemen(ll) : ab
Groupemen(lll) : ac.d

L'expression logique minimale de la sortie eSt=b.d +ab+a.c.d

Remargues :

# Une case a l'intersection de deux regroupemargeur terme logique associé, le produit logique
des termes de chaque regroupemnient= [n de deux zones].

# L'union de deux regroupements, a pour terme lmg@ssocié, la somme logique des termes de
chaque regroupemer@U = [[J de deux zones].

# Il est également possible de raisonner sur Issscde valeur®". La démarche est identique, le
résultat trouvé est alors le complément logiquéadsortie. 1l suffit donc ensuite de complémenter
ce résultat pour obtenir I'expression de la stogegqueS.
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Un exemple est donné ci-apres.

(a, b)
00 01 11 10

© olo0o o0 1 1

—a+c=a+c et S=a+c

|
ol

S=zac = S-=

4. Cas des fonctions incompléetes

Il est de nombreux cas réels, ou toutes les condonsa des variables d'entrée, ne sont pas
utilisées par le systeme. Deux situations existtors :

# Les combinaisons inutilisées sont impérativentemejeter : les cases correspondantes son
affectées de la valel@" . Le systéme est ainsi sécurisé.

# Les combinaisons inutilisées n'ont pas d'incidewr le fonctionnement du systeme : les cases
correspondantes sont affectées du sig# ou " X". la valeur"0" ou"1" sera affectée afin
d'obtenir la meilleure simplification.

Remargues :

# Dans le second cas, la sortie pourra étre aHfed&éla valeut'l", pour un état des entrées
différent de ceux attendus. Cela peut étre pospille les raisons suivantes :
- La valeur de la fonction pour certaines combioiassn'a pas d'importance dans le systéeme.
- Certaines combinaisons ne sont physiquement @ssipes pour le systeme.
- Le systéme est sécurisé en amont (cohérencenttése...).

Exemple :
(a, b)

00 01 11 10
00 (|1 1 X X
01 (|1 1 X X

(c, d)

11| O 0 1 1
10| X X X X

Traitement de81": S=a+c

Traitement de80" : S =ac
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EXERCICES D'APPLICATION
Ex. 1 — Afficheur sept segments

L'information, chiffre compris entr@ et 9, Systéme d'affichage 7 segments

est fournie par un nombre binaire gurbits, &
soit pour notre afficheur quatre entréks, [E;, Eo — S 850 's
E, et E3) et en sortie les segments seron E; — & 1
allumes ou éteints. Pour chaque combinaiso g — — Sﬁ ,
des quatre entrées, doit correspondre un et L = | L5, ! S2
seul état des sorties, correspondant a l'affichac g, a5 Sorties .

correct de l'information.

Soit la table de vérité (a compléter) de 'affichsept segments. On se propose d'établir partiehém
les logigrammes des fonctions.

So Si S, S3 S; S5 Sg N Es E, E; Eg
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1
1 2 0 0 1 0
1 3 0 0 1 1
1 4 0 1 0 0
1 5 0 1 0 1
1 6 0 1 1 0
0 7 0 1 1 1
1 8 1 0 0 0
1 9 1 0 0 1

1. Compléter la table de vérité donnée ci-dessus.

2. Etablir le tableau de Karnaugh de la fonct®n(segment en bas a droite), et donner I'expressior
simplifiée de cette fonction.

3. Etablir le logigramme de la fonction en logigdAND (opérateurdNAND a deux entrées).
4. Procéder de méme pour d'autres segments.
Ex. 2 — Codage du code postal

Le tri automatique des plis postaux, nécessitenthification numeérique du bureau distributeur.
Le code peut étre lu automatiquement par un lectgatique (Reconnaissance Optique de
Caracteres), ou encore par un opérateur. |l eslitertsaduit en un code a barres matérialisé saus |
forme de batonnets fluorescents déposés sur [goptal. La table de vérité du code est donnée ci-
apres. Le principe du codage est le suivant :

- Il s'agit d'un cod@& parmi5

- Le batonnet de droite est l'indication de déepaitStart”.

- Il y a des séparateurs entre chaque chiffre (éspgur I'enveloppe).
- La lecture du code postal se fait de droite a&bawa partir du Start.
- Les cing bits de chaque chiffre restent ordordeégauche a droite.
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b, bs b, (o] by
o lo o111
1 o] 1o 11
2 o 1101
3ol 1110
4 |1 oo 11
5 | 10101
6 | 1|0 1]1]o0
7 11001
8 | 11010
9o |1 1100

' e

LA POSTE =
M Dapond Euvaniote
43 Bd E. Gallocs
RN
. 7

1. Ecrire la séquence codée du code postal (a I'ade et del) en groupant les bits de chaque
chiffre. Justifier le choix d'un tel code padra Poste Question subsidiaire : ou habite Monsieur
Dupond ?

2. Transcodage

On souhaite réaliser un transcodeur permettanpuregr bo | Al
le code postal en binaire pur, pouvant ensuite \@fnaalisé El — A
en décimal, a l'aide de cing afficheurs sept segsnedn bz ———Transcodeur] A,
schématise le transcodeur de la fagon suivante : by | — 7

(bo, b1, by, b3, by) sont les cing bits représentant un chiffre du qoatdal (codag8 parmib).
(Ao, A1, A, A3) sont les quatre bits nécessaires au codage (emrd)indu chiffre
correspondant.

Le principe du transcodage est de trouver lesioalade passage de) vers(A).
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1. Etablir la table de vérité du transcodeur.
2. Etablir le tableau de Karnaugh de la fonctign Déterminer alors son expression simplifiée.
3. Construire le logigramme de la fonctifg (opérateurs a deux entrées).

Ex. 3 — Technologie HSD du véhicule HYBRIDE TOYOTA PRIUS

On va dans cet exercice déterminer l'équation dee men route du moteur thermique (Voir
Présentatiol — 3. p.4) :

MT = f(EV, MA, P, Fr, Ve, Te)

- La consignéeV, pour un fonctionnement « Tout Electrique », juaawne vitesse de 50 km/h.
- Le Sélecteur de Marche AvaMA = 1 si enclenché) sinon), Arriere ou Point Mort.

- Pgemandee, (PUiISSance motrice + puissance demandée paptegasants auxiliaires). On définit
la variablePyy ; Pyt = 1 Si puissance demandée est supérieGr&\A .

- F,, associée a I'appui sur la pédale de frétps 1 indigue un appui sur cette pédale.
- Ve, associée a la vitesse du véhiclNg = 1 si la vitesse est supérieur€@km/h.
- Te associée a la température de I'eau du motéur; 1 si la température est supérieurg0aC .

Les conditions de fonctionnement sont :

- Arrét impératif a I'arrét du véhicule et en magduriere,

- L’appui sur le boutoreV = 1 interdit toute mise en route du moteur thermigula vitesse du
véhicule est inférieure 80 km/h ;

- Si la puissance demandée totale dép@deéd/, le moteur thermique doit se mettre en marche,
sauf siEv = 1.

- Si la vitesse du veéhicule est supérieus®&m/h, le moteur thermique est en marche sauf si la
pédale de frein est actionnée,

- Si la température de I'eau du moteur est inféaeb0<T , le moteur thermique doit se mettre
en marche (pour conserver un bon rendement au eedege), sauf &V =1 ;

- L’appui sur la pédale de frein arréte le motéharinique, sauf si la température de I'eau du
moteur est inférieure 30T ;

- La puissance demandée par les composants areslia¢ dépasse pa&kW au maximum.
1. Etablir le tableau de Karnaugh relatif aux quattgables d’entré®,., F,, Ve, Te, €N mettant en

evidence les configurations d’entrée impossibles.dBduire I'expression la plus simplifiée de la
mise en marche du moteur thermique, ndtde, en fonction des quatre variables précédentes.

2. Analyser les conditions de mise en marche avecvéegables MA et EV et en déduire
I'expression compléte ddT en fonction des six variables d’entrée.

3. Identifier, sur la figure suivante, les différemsdes de fonctionnement du systehi®D au
cours du temps. On adoptera pour simplifisft A =1; EV=0; T, = 1.
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A V(km/h) ————
Bp (kW) ———
P (kW) oo

50 kW
150 km/h [~

100 km/h

50 km/h o

-10 kW

Evolutions temporelles de :
» |la vitesse du véhicule V en, km/h

* la puissance électrique consommeée ou générée par le moteur électrique Pye en KW,
* la puissance mécanique fournie par le moteur thermique en Pyt en KW.

Principaux modes de fonctionnement du véhicule hybr ide :

Mode Commentaires

Le moteur électrique entraine le véhicule en puisant I'énergie
Mode 1 : tout électrique | électrique dans la batterie.

Le moteur thermique est généralement arréte.

Le moteur thermique entraine le véhicule. La puissance du
moteur thermique en fonctionnement se répartit dans le train

Mode 2 : hybride épicycloidal entre :
» La puissance directement transmise aux roues,

* La puissance transmise a la génératrice qui alimente
alors directement le moteur électrique.

Le moteur électrique, entrainé par le véhicule, récupere une
partie de I'énergie cinétique et la convertit en énergie
électrique qui recharge la batterie.

Mode 3 : récupération
d’énergie

Le moteur électrique et le moteur thermique entrainent le
véhicule, lors de fortes accélérations. Dans ce mode, le
moteur électrique est alimenté non seulement par I'énergie
délivrée par la génératrice mais aussi par la batterie, ce qui
correspond au cumul des deux modes 1 et 2. Ce mode de
fonctionnement n'est pas étudié ici.

Mode 4 : mode mixte




